UM ERRO COM UM SECULO 



Antonio Brotas* 
October 3, 2008 

Abstract 

The rigid bodies must be in Relativity the deformable bodies where 
the longitudinal waves propagate with the maximun speed c. 

In 1909, Born studied the relativistic underformable body but made 
the mistake of calling it rigid. The rigid body one can find in all 
Relativity books is, in fact, Born's undeformable body of 1909. This 
error was at the origin of a lot of difficulties and paradoxes not yet 
clarifed in any relativity book. 

The relativistic elastic laws for rigid bodies in one dimension were 
discovered by Mc Crea, in 1952, and by A. Brotas, in 1968. The gen- 
eralization of these laws for 2 and 3 dimensions resolve all those para- 
doxes. We propose the introdution of these laws in the elementary 
courses of Relativity. 

Na realidade ha corpos mais ou menos rfgidos consoante as deformagoes 
que sofrem quando sujeitos a forgas. Acontece que a maioria dos solidos que 
encontramos tern nas situagoes correntes deformagoes tao pequenas que as 
nao notamos. A observagao destes solidos permitiu a Humanidade adquirir, 
desde tempos imemoriais, a nogao de indeformdvel, que esta na base da 
Geometria Classica, que surgiu assim como ciencia experimental muito antes 
de Euclides lhe dar uma formulagao matematica. 

Em Ffsica Classica nada nos impede de conceber a existencia dos cor- 
pos rigido-limites, isto e, dos corpos o mais rigidos posswel, como inde- 
formdveis. Em todos os tratados de Mecanica Classica ha, assim, um 
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capftulo sobre a Cinematica e um outro sobre a Dinamica destes corpos 
rigidos /indeformdveis , usualmente designados simplesmente por rigidos. 1 

As palavras rigido e indeformdvel sao, assim, usadas em Fisica Classica 
como sinonimos, embora a primeira corresponda a uma nocao puramente 
geometrica e cinematica e a segunda a uma nogao fisica, que nao pode ser 
definida sem referenda a forgas. 

Em 1909, Born [1], usando nog5es puramente cinematicas, defmiu o corpo 
indeformdvel relativista, mas, prolongando em Relatividade a equivalencia 
da Fisica Classica, cometeu o erro de lhe chamar rigido. 2 

O rigid body que encontramos em todos os tratados de Relatividade e, 
de facto, o corpo indeformdvel relativista de Born de 1909. 

Este erro de designagao deu origem a inumeros paradoxos sobre os quais 
se escreveram centenas e centenas de artigos no seculo passado e que ainda 
nao apareceram esclarecidos em nenhum tratado. 3 

A questao pode, no entanto, ser explicada num curso elementar de Rela- 
tividade. E o que vamos mostrar nas linhas que se seguem. 

Em meados do seculo XVIII Alembert, usando a lei de Hooke, escreveu 
a sua celebre equagao com que mostrou que as ondas elasticas se propagam 

1 Os resultados destes capi'tulos sao condizentes com a observacao dos corpos reais. 
Assim, os 6 graus de libcrdade dos corpos rigido/indcformaveis cstudados na Cinematica 
Classica correspondem as translates e rotagoes que podemos impor aos corpos reais que 
nos envolvem e nos parecem indcformaveis. 

2 Born, fundamcntalmcntc, dcfiniu a metrica propria de um meio contmuo em movi- 
mento e considerou, em seguida, que os movimentos indeformdveis sao aqueles em que 
a metrica propria se mantem a mesma. Os corpos indeformdveis sao, entao, os que so 
podem ter movimentos indeformdveis. (Os corpos deformaveis podem, obviamente, ter 
movimentos indeformaveis). 

3 Os calculos mostram que a metrica propria de um disco a rodar num referencial 
de inercia e nao euclideana. Um disco indeformdvel a rodar nao pode portanto parar 
porque a sua metrica propria passaria de nao euclideana a euclideana. Como explicar 
este impedimento de que se nao ve sinal na observacao dos corpos reais ? E este o celebre 
paradoxo do "disco a rodar", tambem designado numa abordagem mais geral por paradoxo 
dos "3 graus de liberdade dos corpos rigidos (na terminologia de Born) em Relatividade" 
ou, ainda, por "paradoxo de Ehrenfest" que o assinalou em primeiro lugar. 
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ao longo de uma barra homogenea de densidade p e modulo de elasticidade 
E com uma velocidade : 




Quando uma barra homogenea AB, de comprimento Iq, em movimento 
com uma velocidade longitudinal v, choca contra uma parede, a extremidade 
da frente B para e propaga-se ao longo da barra uma onda de choque a 
separar a zona parada e comprimida da zona ainda em movimento. 

Esta onda atinge a extremidade A no instante : t — At — ^, contado a 
partir do instante inicial do choque. No instante seguinte, a extremidade A 
volta para tras com a velocidade — v e, ao longo da barra, propaga-se uma 
nova onda em sentido contrario, a separar a zona de novo em movimento da 
zona ainda parada e comprimida, que atinge B no instante t — 2 At, em que 
toda barra esta de novo nao comprimida e em movimento. 4 

No caso de uma barra rigido/indeformdvel temos E = oo, a velocidade 
da onda de choque e infinita e a barra para instantaneamente. 



E em Relatividade? O que e que se passa? 



Devemos admitir que as ondas de choque se propagam com a velocidade 
limite c no caso dos corpos o mais rigidos posswel. 

No caso da barra com o comprimento l e a velocidade longitudinal v, 
vemos, tendo em conta a contracgao de Lorentz, que a barra fica toda parada 
no instante : 

At = com P — - 2 

c + v c v ' 

e que, neste instante, o seu comprimento proprio e : 

/ = cAt = < < (3) 

c + v 



4 A utilizagao directa do principio da conservagao da energia, ou do princfpio da con- 
servacao da quantidade de movimento, permitem chegar a estes resultados sem necessidade 
de utilizar a equacao de Alembcrt. Sao bons exerci'cios de Mecanica basica. 
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Os corpos mais rigidos posswel, ou, mais simplesmente, os corpos rigidos 
relativistas, sao assim corpos que se deformam. 



Podemos encontrar as leis elasticas destes corpos usando as formulas el- 
ementares da Relatividade e um dos dois principios fundamentais de con- 
servagao. 

Assim, sendo : 

m v plSlpV 

a quantidade de movimento inicial da barra nao deformada (com compri- 
mento lo, secgao S e densidade propria p®) e velocidade v, e p & pressao que 
a extremidade B exerce contra a parede (ou contra uma barra igual vinda 
em sentido contrario) no intervalo [0,2 At], podemos escrever : 



AP = —2P = —pS2At= _^L^HZ (5 ) 

c + v v ' 



donde, escrevendo : 



obtemos a lei elastica 




(6) 



P=^(3-l) (7) 



2 \s 2 

Usando a conservagao da energia em vez da conservagao da quantidade 
de movimento, chegamos ao mesmo resultado. 5 



5 Esta formula continua valida no caso das tracgoes, em que temos s > 1, em que, em vez 
do choque da extremidade B, podemos considerar que a extremidade A foi bruscamente 
retida. Uma barra rigida pode, assim, ser esticada ilimitadamente sem que a sua tensao 
interna ultrapasse p = — p^c 2 /2. Esta particularidade permite responder a uma pergunta 
curiosa: o que e que sucede quando um pescador que tern um peixe preso na extremidade 
de uma linha o deixa entrar num buraco negro e depois comega a recolher a linha? A 
linha, mesmo no caso limite de ser um "fio rigido", esticara ilimitadamente e o pescador, 
enquanto tiver forga para isso, podera continuar a recolhe-la sem nunca conseguir tirar o 
peixe do buraco negro onde entrou. 
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Calculos igualmente simples permitem-nos mostrar que a densidade 
propria p Q da barra comprimida e dado por : 

Po = |(^ + l) (8) 



Estas leis elasticas foram descobertas por Mc Crea [2], em 1952, e depois, 
em 1968, pelo autor destas linhas [3], mas continuam quase desconhecidas 
e nao se encontram referidas em nenhum tratado. 



As suas generalizagoes a mais de uma dimensao permitem, no entanto, 
esclarecer de urn modo claro todos os paradoxos relacionados com os corpos 
rigidos em Relatividade 6 7 . 

que estas leis elasticas nos vein fundamentalmente dizer e que o movi- 
mento dos corpos rigidos em Relatividade tem de ser tratado com equag5es 
diferenciais e nao com a tecnica dos graus de liberdade que, mesmo em Fisica 
Classica, so serve para os corpos rigido/indeformaveis, e nao para os corpos 
deformaveis. 



Usando a conservagao a da energia, ou a conservagao da quantidade de 
movimento, podemos escrever a equagao : 



2 X 1 2 X 



(9) 



6 Em Relatividade, um disco indeformavel a rodar nao pode, de facto, parar, mas urn 
disco deformavel, como e o caso do disco rigido (no scntido o mais rigido possfvel) pode, 
dcformando-se, como se deforma, de facto, uma moeda quando para depois de ter estado 
a rodar. 

Uma moeda parada mini referencial de inertia e a mesma moeda a rodar, e a mesma 
moeda, mas em condigoes fisicas diferentes. Em Fi'sica Classica, os solidos, deformaveis 
ou nao, tem em iguais condigoes fisicas a mesma forma, e sao 3, e nao 6, os seus graus de 
liberdade (ou seja, sao 3 os parametros que caracterizam os seus diferentes movimentos 
possivcis nas mesmas condigoes fisicas). Em Relatividade, a situacao e exactamente a 
mesma. 

7 Os paradoxos referidos resultam unicamente da confusao entre a nogao geometrica 
e cinematica de indeformavel e a nogao de rigido. Scm fazerem esta distingao ha, no 
entanto, autores, que continuam a tentar resolver o problema do disco em Relatividade 
Generalizada, procurando, a custa das deformacoes do espago-tempo, encontrar os 6 graus 
de liberdade que nao encontram cm Relatividade Restrita. 
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que e a equagao do movimento longitudinal de uma barra rigida. 8 

Por estranho que parega, esta equagao e praticamente desconhecida. 
Aplicada ao caso dos solidos nao a encontrei em nenhum tratado. 9 

Podem, no entanto, ser-lhe indicadas varias utilizagSes: 

As suas generalizagoes a 3 dimens5es permitem estudar as ondas transver- 
sals nos solidos rigidos; [4] 

A sua utilizagao em Relatividade Geral permite estudar o modo como 
um corpo extenso, (no caso um "fio rigido") pode atravessar o horizonte de 
Schwarzschild; [5] 

Por ultimo, a sua extensao aos casos nao adiabaticos (com transmissao 
do calor), em que ha que considerar um sistema de equag5es [6], mostra, 
claramente, porque tern falhado todas as tentativas para encontrar uma vari- 
ante relativista da equagao de Fourier com uma unica equagao: porque a 
equagao de Fourier e, de facto, a equagao da transmissao do calor numa 
barra rigida /indeformdv el que nao tern sentido considerar em Relatividade. 
A situagao e igual a da Fisica Classica em que, para estudar a transmissao 
no calor numa barra deformavel e igualmente necessario utilizar um sistema 
de equagSes. 10 

8 Esta equagao tern invariancia de Lorentz enquanto que a velha equagao de Alembert 
tern invariancia de Galileu. A diferenga resulta de nela se usarem como variaveis indepen- 
dentes as variaveis do rcferencial (x,t), ditas de Eulcr, enquanto que na de Alembert se 
usam as variaveis (A, t), ditas de Lagrange, em que X e uma variavel associada aos pontos 
do corpo em movimento. 

9 Nos tratados de Relatividade ha habitualmente capftulos sobre os liquidos relativistas 
em que e apresentada a formula p = p°c 2 — p n c 2 que encontramos quando reunimos as 
duas formulas do p c do p dos solidos rigidos no caso a uma dimensao. Nestes capftulos 
sao estudadas com equagoes diferenciais as ondas elasticas longitudinals, mas nao as ondas 
transversals, que podem existir no caso dos solidos, mas nao dos liquidos. Nao deixa de 
ser curioso aparecerem nos tratados de Relatividade capftulos sobre os liquidos relativistas 
e nao sobre os solidos. 

10 No caso adiabatico (sem transmissao do calor) a equagao da vibragao de uma barra 
pode ser estabelecida por dois caminhos utilizando um dos dois prinefpios fundamentals de 
conservagao. No caso nao adiabatico (com transmissao do calor) temos de usar mais uma 
variavel, a temperatura. Mas, neste caso, os dois caminhos conduzem-nos a equagoes difer- 
entes e temos assim um sistema de duas equagoes para estudar em conjunto as deformagoes 
e a evolugao da temperatura. 
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Todos estes estudos podiam ter sido feitos antes de 1930 inseridos num 
programa que, na altura, ficou incompleto: o de encontrar uma versao rel- 
ativista para todas para as equac5es da Fisica Classica. Hoje, parece nao 
terem qualquer actualidade. 

O desconhecimento das equagSes da Elasticidade relativista nao atrasou, 
com efeito, em nada, o desenvolvimento da Fisica Teorica Moderna nascida 
da quant ificagao das particulas e dos campos, mas em que os modelos de 
solidos, relativistas, ou mesmo classicos (a equagao de Alembert, por exem- 
plo) nao desempenham qualquer papel. E provavel que assim continue a ser 
durante muito tempo, decadas ou seculos. 

Compreende-se, assim, o desinteresse por estes assuntos da esmagadora 
maioria dos fisicos actuais. 

Nao e, no entanto, razao para nao ensinar nos cursos elementares a Elasti- 
cidade relativista, em que podem ser dados aos j ovens estudantes problemas 
inteiramente acessiveis, que contribui para uma melhor compreensao da Rel- 
atividade 11 e que permite dar resposta a algumas perguntas que os melhores 
estudantes podem fazer. 
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